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RESUMO

Este trabalho apresenta uma implementacdo da resolugdo de sudokus
generalizados através de algoritmos de backtracking e Dancing Links. Foram
implementados dois algoritmos, um utilizando a técnica de backtracking e outro
utilizando a técnica de Dancing Links. Os algoritmos foram testados em
diferentes tamanhos de sudoku (9x9, 16x16 e 25x25) e o tempo de execugéo foi
medido. Os resultados mostraram que o algoritmo de Dancing Links & mais
eficiente que o algoritmo de backtracking para a resolugdo de sudokus

generalizados.
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ABSTRACT

This paper presents an implementation for solving generalized Sudoku puzzles
using backtracking and Dancing Links algorithms. Two algorithms were
implemented, one using the backtracking technique and the other using the
Dancing Links technique. The algorithms were tested on Sudokus of different
sizes (9x9, 16x16 and 25x25) and the execution time was measured. The results
show that the Dancing Links algorithm is more efficient than the backtracking

algorithm for solving generalized Sudoku puzzles.

Keywords: Sudoku; Backtracking; Dancing Links; algorithm.

RESUMEN

Este trabajo presenta una implementaciéon de la resolucién generalizada de
sudokus a través de algoritmos de backtracking y Dancing Links. Se
implementaron dos algoritmos, uno usando la técnica de backtracking y el otro
usando la técnica de Dancing Links. Los algoritmos se probaron en diferentes
tamanos de sudoku (9x9, 16x16 y 25x25) y se midio el tiempo de ejecucion. Los
resultados mostraron que el algoritmo de Dancing Links es mas eficiente que el

algoritmo de retroceso para resolver sudokus generalizados.

Palabras clave: Sudoku; retroceder; Enlaces de baile; algoritmo.

1 INTRODUGAO

O Sudoku € um jogo de légica que consiste em um quadro 9x9 dividido
em subquadros 3x3, no qual cada subquadro contém os digitos de 1 a 9 sem
repeticdo e cada linha e coluna do quadro também contém os digitos de 1 a 9
sem repeticao (Felgenhauer & Jarvis, 2006). O objetivo do jogo € preencher os
quadros com os digitos de 1 a 9 de tal forma que cada digito aparega apenas

uma vez em cada linha, coluna e subquadro. O tabuleiro inicia com alguns
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espacos previamente preenchidos (geralmete com inteiros de 1 a n). A Figura 1

mostra uma intancia do Sudoku 9x9 e uma possivel solugao.

I;iqura 1 — Grid Sudoku 9x9 com solucao
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Fonte: Adaptado de Dreamstime (2018).

A histdria dos quebra-cabecgas de Sudoku provavelmente tem suas raizes
no conceito matematico de quadrados latinos (McKay & Wanless, 2005). Eles
sdo um tipo de quadrado magico, uma tabela quadrada contendo numeros
naturais, tal que a soma dos numeros em cada linha, coluna, diagonal e
quadrado magico principal € a mesma. A Figura 2 mostra um exemplo de um

quadrado latino de ordem 4.

Figura 2 — Quadrado latino de ordem 4

Fonte: Adaptado de Nogueira (2015).
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Os quadrados latinos foram introduzidos pela primeira vez pelo
matematico suico Leonhard Euler em 1782. Em 1892, Euler apresentou o
problema de determinar se existe um quadrado latino de ordem 9 (COTA, 2011).
Esse problema permaneceu sem resposta até 1915, quando o matematico
estadunidense Sam Loyd publicou um quadrado latino de ordem 9 em sua revista
americana de matematica, Mathematical Puzzles (COSTA, 2014).

No entanto, Loyd afirmou que esse quadrado latino de ordem 9 era um
problema de "brinquedo”, e ndo uma demonstracdo de um teorema matematico.
O tabuleiro de Sudoku que conhecemos hoje, no entanto, € uma prova de um
teorema matematico. Em 1979, o matematico japonés Tetsuya Nishio e seus
colegas demonstraram que existe um numero infinito de tabuleiros de Sudoku
que satisfazem as propriedades do jogo (TSAO, 2019).

Assim pode-se dizer que o Sudoku é um jogo relativamente novo. O nome
do jogo € uma contragao da frase em japonés suuji wa dokushin ni kagiru, que
significa "os numeros devem estar sozinhos". O jogo ganhou popularidade nos
Estados Unidos nos anos 2000 e, desde entao, tem sido um dos jogos de logica

mais populares do mundo (MAIA, 2012).

1.1 Sudoku Generalizado

Um sudoku generalizado € um sudoku em que as dimensdes da grade de
jogo sao ajustaveis (HAYNES, 2008). Isso significa que, em vez de uma grade
9x9, um sudoku generalizado pode ser uma grade de qualquer tamanho, como
16x16 (Figura 3), 25x25 ou 36x36. Além disso, as regras podem ser ajustadas
para permitir que os jogadores usem qualquer numero de 1 a 9, ou até mesmo
letras ou simbolos diferentes.

O Sudoku generalizado é um problema de otimizagdo NP-completo, o que
significa que, em principio, ndo existe um algoritmo que possa resolver o
problema de forma eficiente para todos os possiveis casos (MAJI & PAL, 2014).
Isto € devido a natureza de exponencial do problema, uma vez que aumentando
o tamanho da grade do Sudoku, aumenta-se exponencialmente o numero de

possiveis solugdes.
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Um problema NP-dificil € um problema para o qual ndo existe um

algoritmo de polynomial para resolvé-lo. Isso significa que, se um problema é

NP-dificil, entdo ndo existe um algoritmo que possa resolvé-lo em tempo

polinomial (RAI et. al, 2018). No entanto, existem algoritmos que podem resolver

problemas NP-dificeis em tempo subpolinomial, mas esses algoritmos sé&o

considerados ineficientes (YILDIRIM et. al., 2008). Para tentar aproximar-se do

resultado ideal s&o utilizadas heuristicas para prover solugdes.

Figura 3 — Grid Sudoku 16x16
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Fonte: Adaptado de Schmidl et al. (2014).

Uma heuristica € uma técnica que busca uma solu¢do aproximada para

um problema de otimizagdo NP-completo, de forma a encontrar uma solugao que

seja "suficientemente boa". Nao existe uma heuristica unica que seja capaz de
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resolver todos os problemas de Sudoku, uma vez que cada problema € unico e
pode requerer uma abordagem diferente (TAKANO et. al., 2015).

Uma heuristica comum para o Sudoku € a de tentar preencher as células
vazias com os valores que restam, de forma a minimizar o numero de valores
que faltam para completar a grade (DITTRICH et. al., 2010). Outra heuristica é
a de procurar as células que tém o menor numero de valores possiveis e tentar
preenché-las com esses valores (TAKANO et. al., 2015).

Existem muitas outras heuristicas que podem ser usadas para resolver
problemas de Sudoku, e é importante experimentar varias delas para encontrar

aquela que melhor se adapta ao problema em questao.

2 ALGORITMOS DE RESOLUGAO DE SUDOKU GENERALIZADO

Existem varios algoritmos diferentes que podem ser usados para resolver
um Sudoku Generalizado, mas a maioria dos algoritmos segue 0s mesmos
principios basicos. O primeiro passo é determinar o tamanho do quadrado e, em
seguida, preencher as linhas e colunas com os numeros de 1 a N. Em seguida,
€ necessario determinar os blocos e, finalmente, preenché-los com os numeros
restantes.

Uma vez que o quadrado estiver completamente preenchido, € possivel
verificar se a solugdo € correta, comparando-a com as regras do Sudoku
Generalizado. Se a solugéo estiver correta, é possivel parar o algoritmo. Se a
solugéo néo estiver correta, € necessario verificar se ha algum erro na solugéo
e, se houver, corrigi-lo.

No entanto a solugao para um Sudoku se enquandra como um problema
da cobertura exata. Que € um problema de otimizagcdo combinatdria que trata de
encontrar um subconjunto de um determinado conjunto tal que os elementos do
subconjunto cubram todos os elementos do conjunto dado, e dois elementos do
subconjunto ndo cubram o mesmo elemento do dado conjunto (KAPANOWSKI,
2010). O problema de cobertura exata € um exemplo de problema de satisfagéo
de restricdo. Na maioria dos casos, quando sao instancias de solucéo possiveis,
s&o resolvidos por algoritmos recursivos com backtracking. Dentre os algoritmos
que resolvem o sudoku e se encaixam na cobertura exata podemos destacar os

seguintes:
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Minimum Remaining Values: defende que e mais viavel selecionar
variaveis com menos possibilidades de valores (ABULUAIH et. al., 2018).
Ou seja, para o Sudoku, significa selecionar a celula com menos
candidatos de insercédo para toda vez que for necessario procurar uma
nova celula.

Forward Checking: propde o término quando finaliza a busca caso
alguma variavel ainda n&o testada ndo tenha valores dentro de seu
dominio (SIMONIS, 2005). Para o caso do Sudoku, toda vez que o
Backtracking encontrar uma célula em que n&o sera possivel inserir mais
nenhum valor, a busca € finalizada e testada para um préximo estado
(SKIENA, 2008).

Manipulacao de Bits: técnica utilizada para representagao das estruturas
de dados do Sudoku e manipulagao das unidades (linha, coluna e bloco)
com consulta em tempo constante (TAKANO et. al., 2015). Implementa o
modelo teorico de coloragdo em hipergrafos, aplicando-se a ideia de que
as unidades sao hiperarestas, e assim o acesso para verificagdo de um
digito nas unidades durante a execugdo do método é O(1). Para que a
Manipulagéo de Bits ocorra é necessario que se guarde todos os digitos
pre-preenchidos do tabuleiro do Sudoku em vetores. Cada digito do
tabuleiro é representado por um algarismo de um numero presente no
vetor. A verificagdo € a remogéo de digitos e feita através dos vetores
criados.

Constraint Propagation: uma técnica que remove valores de um
dominio de variaveis da qual nao irao participar de nenhuma solugao
(RUSSEL, 2010). Enquanto o algoritmo for executado atraves da busca
em profundidade, a técnica ira remover os candidatos do tabuleiro da qual
seriam impossiveis de ser inseridas.

Dancing Links: técnica proposta por Donald Knuth (KNUTH, 2000),
também conhecida como DLX, para implementar de forma eficiente seu

algoritmo X. O algoritmo X e um tipo de backtracking com podas, uma
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busca em profundidade recursiva nao-deterministica, que encontra todas

as soludes para realizar a cobertura exata do problema.

Assim neste trabalho foi escolhido implementar o algoritmo de Dancing
Links e paralelamente, a titulo de comparagao de performance, um algoritmo

trivial baseado backtracking.

2.1 Backtracking

Como todos os outros problemas de Backtracking, o Sudoku pode ser
resolvido passo a passo, atribuindo niumeros as células vazias. Antes de atribuir
um numero, devemos verificar se podemos atribuir. Verifica-se se 0 mesmo
numero nao esta presente na linha atual, coluna atual e subgrade atual. Depois
de verificar a seguranga, devmos atribuir um numero e verificar recursivamente
se essa atribui¢cao leva a uma solugcdo ou ndo. Se a atribuicdo n&o levar a uma
solucdo, devemos tentar o proximo numero para a célula vazia atual. E se
nenhum dos numeros (1 a 9) levar a uma solugcédo, devemos retornar falso e
imprimir que n&o existe solugdo (nesse caso, provavelmente ha um problema
com a grade original gerada).

E necessario criar uma fungdo que verifique, apds atribuir o indice atual,
se a grade se torna insegura ou ndo. Devemos manter um hashmap para uma
linha, coluna e caixas. Se algum numero tiver uma frequéncia maior que 1 no
hashmap, retornamos falso, caso contrario, retornamos verdadeiro (o hashmap
pode ser evitado usando loops).

Em resumo, o algoritmo segue essa ordem:

1. Crie uma fungéao recursiva que recebe uma grade.

Verifique se ha algum local n&o atribuido.

Se presente, atribua um ndimero de 1 a n?, verifique se atribuir o nimero

ao indice atual torna a grade insegura ou n&o.

4. Se for segura, chame recursivamente a fungdo para todos os casos

seguros de 0 a n?.

5. Se qualquer chamada recursiva retornar true, finaliza o loop e retornar
true.

6. Se nenhuma chamada recursiva retornar true, entao retorne false.
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7. Se nao houver local ndo atribuido, retorne true.

2.1.1 Analise de Complexidade do Backtraking
Complexidade de tempo: 0((n?)™™"). Para cada indice ndo atribuido,
existem n? opgdes possiveis, entdo a complexidade de tempo é 0((n?)™"). A
complexidade de tempo permanece a mesma, mas havera algumas podas
iniciais, de modo que o tempo gasto sera muito menor do que o algoritmo
ingénuo, mas a complexidade de tempo do limite superior permanece a mesma.
Complexidade espacial: O(n *n), pois para armazenar a saida é

necessaria uma estrutura do tipo matriz.

2.1 Dancing Links

Programas para resolver o Sudoku, geralmente caem no problema da
cobertura total ou cobertura exata. Esse tipo de problema pode ser resolvido com
o algoritmo conhecido como “Algoritmo X" (KNUTH, 2000).

Dada uma colegéo S de subconjuntos do conjunto X, uma cobertura exata
€ o subconjunto S* de S tal que cada elemento de X contido € exatamente um
subconjunto de S* (KNUTH, 2000). Deve satisfazer as seguintes duas
condicoes:

e Aintersegao de quaisquer dois subconjuntos em S* deve estar vazia. Ou
seja, cada elemento de X deve estar contido em no maximo um
subconjunto de S*

e A unido de todos os subconjuntos em S* € X. Isso significa que a uniao
deve conter todos os elementos do conjunto X. Entdo podemos dizer que
S* cobre X.

Exemplo (representagéo padréo):

Seja:
S={AB,C,D,E, F}
e
X={1,2,3,4,5,6,7}
Tal que:
A={1,4,7},B={1,4},C={4,5,7};,D={3,5,6},E={2,3,6 7}, F={2,
7}.

B DCVISTA DE
ESTUDOS
MULTIDISCIPLINARES

a



= i i
3 Revista de Estudos Multidisciplinares, Sdo Luis, v. 3, n. 1 (Nimero Especial
S ULTIPISCIPLINARES 5y Encontro Gientifico da UNDBY), jan./mar. 2023, ISSN 2238-7897.

Entdo S* = {B, D, F} € uma cobertura exata, porque cada elemento em X
esta contido exatamente uma vez nos subconjuntos {B, D, F} . Se unirmos

subconjuntos, obteremos todos os elementos de X:

BuDUF={1,23,4,586,7}

O problema da cobertura exata € um problema de deciséo para determinar
se a cobertura exata existe ou ndo. E considerado um problema NP-Completo.
O problema pode ser representado na forma de uma matriz onde a linha

representa os subconjuntos de S e as colunas representam o elemento de X.

2.2.1 Algoritmo X

O Algoritmo X foi proposto visando poder encontrar todas as solugdes
para o problema de cobertura exata. O Algoritmo X pode ser implementado
eficientemente pela técnica de Dancing Links (ou links dangantes), proposta pelo
mesmo autor, chamada DLX (KNUTH, 2000).

E um algoritimo recursivo, primeiro em profundidade, e um algoritmo que
usa o conceito de backtraking. E de natureza ndo deterministica, o que significa
que, para a mesma entrada, pode exibir comportamentos diferentes em uma

execucao diferente.

A seguir esta o pseudocdédigo para o Algoritmo X:

1. Se a matriz A néo tiver colunas, a solugao parcial atual € uma solugao
valida; terminar com sucesso.

Caso contrario, escolha uma coluna c (deterministicamente).

Escolha uma linha r tal que A[r] = 1 (ndo deterministicamente).

Inclua a linha r na solugao parcial.

o & Db

Para cada coluna j tal que A[r][j] = 1,
a. para cada linha i tal que A[i][j] = 1,
i. exclua a linha i da matriz A.

b. exclua a coluna j da matriz A.
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6. Repita este algoritmo recursivamente na matriz reduzida A.
7. Escolha ndo deterministica de r significa, o algoritmo copia a si mesmo no
subalgoritmo. Cada subalgoritmo herda a matriz original A, mas a reduz

em relagao ao r escolhido (veremos isso em breve no exemplo)

O subalgoritmo forma uma arvore de busca com o problema original na
raiz e cada nivel k tem um subalgoritmo que corresponde as linhas escolhidas
no nivel anterior (assim como o espacgo de busca) (KNUTH, 2000).

Se a coluna escolhida C for totalmente zero, entdo n&o ha subalgoritmos
e 0 processo terminou sem sucesso. Knuth (2000) sugere que devemos escolher
a coluna com o numero minimo de 1s. Se ndo sobrar nenhuma coluna, entéo
sabemos que encontramos nossa solugéo.

A técnica do Dancing Links baseia-se na ideia de lista encadeada
duplamente circular. Conforme discutido por Knuth (2000), transforma-se o
problema de cobertura exata em forma de matriz de O e 1. Aqui cada “1” na matriz
€ representado por um no de lista encadeada e toda a matriz é transformada em

uma malha de nds conectados de 4 vias. Cada n6 contém os seguintes campos:

e Ponteiro para o n6 a esquerda dele
e Ponteiro para o n6 direito a ele
e Ponteiro para o n6 acima dele
e Ponteiro para o n6 abaixo dele

e Ponteiro para listar o n6 do cabecalho ao qual pertence

Cada linha da matriz é, portanto, uma lista circular vinculada entre si com
ponteiros para a esquerda e para a direita e cada coluna da matriz também sera
uma lista circular vinculada a cada uma acima e abaixo com os ponteiros para
cima e para baixo. Cada lista de colunas também inclui um n6 especial chamado
“n6 de cabecalho de lista”. Este n6 de cabecalho € como um né simples, mas

tem poucos campos extras:

e (Codigo da coluna

e Contagem de nds na coluna atual
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Podemos ter dois tipos diferentes de nds, um para as colunas que possui
o "atributo tamanho" e um para os nds "dancantes", que possui o atributo que

identifica o "cabecalho da coluna".

3 CONCLUSAO

Como dito anteriormente as solugdes escolhidas foram a de Backtracking
e de Dancing Links. Cada um desses algoritmos foi implementado como uma
classe separada. Adicionamente foram implementadas classes para o Iterador,
para o NO, para representar a Matriz do Sudoku, para gerar o sudoku a partir dos
datasets e para validagdo do sudoku. Os cédigos do sistema estédo disponiveis
no Anexo deste trabalho e no repositorio GitHub:

https://github.com/allankassio/generalized-sudoku-solver.

3.1 Base de dados utilizada

A base de dados utilizada consiste em quatro aqruivos CSV que modelam
e representam os puzzles do soduko como linhas unicas. Cada coluna é
composta por dois digitos (permitindo assim casas maiores do que 9. Para cada
tamanho N do rank representado, os arquivos possuem 2(N?) digitos por linha.

Para tabuleiros de 9x9 a base de dados possui 3000 entradas. Para
16x16, 25x25 e 36x36 sao 10 entradas para cada um. Ja 49x49 possui 6
entradas, enquanto 64x64 tem 5 entradas e 81x81 tem apenas 1 entrada. A

Figura 1 mostra um exemplo de 3 entradas de dados do tipo 9x9.

Figura 4 — Exemplo de base de dados utilizada

Fonte: Elaborado pelo autor com base no trabalho realizado.

3.2 Exemplos de saidas
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As saidas sao compostas do numero de iteragdes necessarias para

resolver o sudoku, o tempo levado para a resolugcdo e se aquela resposta é

valida. A Figura 4 mostra um exemplo de saidas no console.

Figura 5 — Exemplo de saida no console para entradas com n=5

SudokuExactCoverSolver

(5,
(5,
(5,
(5,
(5,

(5,
(5,
(5,
(5,
(5,

15374, 0.17766547203063965, True)
15458, 0.18800067901611328, True)
16244, 0.18400096893310547, True)
15914, 0.1810002326965332, True)
182457058, 876.7149560451508, True)
17420, 0.20599913597106934, True)
7851128, 34.33845067024231, True)
16730, 0.18400001525878906, True)
298220, 1.569617748260498, True)
16328, 0.18013596534729004, True)

snappify.io

Fonte: Elaborado pelo autor com base no trabalho realizado.

3.3 Comparacao dos algoritmos

Para comparar o algoritmo de backtracking com o de Dancing Links foram

utilizados os seguintes critérios: comparagdo da média dos 10 primeiros

resultados para matrizes 9x9, 16x16 e 25x25 tanto tem termo de iteracdes

quanto em termo de tempo médio.

Ambos algoritmos utilizaram a mesma base de dados como entrada. Na

Figura 5 podemos vemos a comparagéo para n=3. Na Figura 7 podemos vemos

a comparacéao para n=4. Na Figura 8 podemos vemos a comparagao para n=5.

Os dados do Backtracking para n=4 e n=5 foram inviaveis, e por isso ndo foram

gerados.

. REVISTA DE
" =22y ESTUDOS
ok MULTIDISCIPLINARES
| |



= VST . disciplinares S0 L oo Espseny
MU DICCIPLINARES Revista de Estudos Multidisciplinares, Sdo Luis, v. 3, n. 1 (Nimero Especial

XV Encontro Cientifico da UNDB), jan./mar. 2023. ISSN 2238-7897.

Figura 6 — Comparagao de desempenho com n=3

Dancing Links Backtracking

3 2112| 0,005000352859497070| | 3 170126| 10,657027721405000000
3 1992| 0,004998445510864250 3 130052| 7,676674604415890000
3 2154| 0,005249023437500000| | 3 3079| 0,203737020492553000
3 2160| 0,003999710083007810| | 3 47673| 3,103725910186760000
3 2010| 0,003999471664428710| | 3 3106| 0,192025184631347000
3 2106| 0,004999637603759760| | 3 46140| 2,963670492172240000
3 2070| 0,003999948501586910| | 3 16683 1,085922479629510000
3 2244| 0,005005598068237300 3 40344| 2,709635019302360000
3 2118| 0,005000352859497070 3 87861 5,951405286788940000
3 2166| 0,006001472473144530| | 3 329971| 22,379093408584500000
N | Iteragdes Tempo N| Iteracdes Tempo

3| 2113,2 0,004825401306152340 3 87503,5 5,692291712760910000

Fonte: Elaborado pelo autor com base no trabalho realizado.

O algoritmo de Backtracking apresenta um crescimento exponencial muito
rapido a medida que aumentamos o valor de n. Em contrapartida, o Dancing
Links, mesmo também apresentando crescimento exponencial, apresenta para

a grande maioria dos casos tempos abaixo de 1 segundo.

Figura 7 — Comparagao de desempenho com n=4

Dancing Links
4 36114| 0,115999698638916000
< 223784 0,669000148773193000
- 35288| 0,108999967575073000
4 11212| 0,045999765396118100
- 6802| 0,035000085830688400
s 6248| 0,033999443054199200
- 137750| 0,371982574462890000
4 5780 0,034000158309936500
< 25254 0,085000276565551700
- 6440| 0,033999919891357400
N | lteracOes Tempo
41 49467,2 0,153398203849792000

Fonte: Elaborado pelo autor com base no trabalho realizado.
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Figura 8 — Comparagao de desempenho com n=5

Dancing Links
5 15374 0,1776654720306390
5 15458 0,1880006790161130
5 16244 0,1840009689331050
5 15914 0,1810002326965330
5| 182457058| 876,7149560451500000
5 17420 0,2059991359710690
5 7851128 34,3384506702423000
5 16730 0,1840000152587890
5 298220 1,5696177482604900
5 16328 0,1801359653472900
N | IteracOes Tempo
5(19071987,4 | 91,392382693290600000

Fonte: Elaborado pelo autor com base no trabalho realizado.

Com isso é possivel perceber que Dancing Links pode ser mais eficiente
que backtracking para resolver o sudoku, dependendo da implementacéo,
dependendo do tamanho do sudoku e da entropia da entrada. Dancing links
consegue resolver sudoku de forma eficiente porque ao contrario de
backtracking, dancing links nao precisa fazer muitas buscas caso existam varias
solugdes. Isso € possivel pois ele utiliza listas encadeadas circulares para

representar os dados.
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